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线性波动问题分类：非磁化 ES、EM 波；
磁化 ES、EM 波；漂移波（∇fα0 ̸= 0）；

耗散波（碰撞项不为 0）
线性 Vlasov 波动问题分三类：

• 本征模：集体运动 ω = ω(k⃗)，所有

粒子 ω 相同，没有时间起点；

• 初值问题，弹道模：对 t = 0 时

刻扰动的响应，可以得本征和弹道

ω = k⃗ · v⃗，互有关系；

• 参量过程：对外加持续场的响应。

Fourier 变换：

A(k⃗) =
1

2π3

∫ ∞

−∞
A(r⃗)e−i⃗k·r⃗dr⃗

A(r⃗) =

∫ ∞

−∞
A(k⃗)ei⃗k·r⃗dk⃗

Laplace 变换：有初值的问题：

A(p) =

∫ ∞

0

A(t)e−ptdt

Re(p) ≥ p0 ≥ 0 才能收敛。其中：

A′(p) =

∫ ∞

0

dA
dt e−ptdt

= p

∫ ∞

0

A(t)e−ptdt−A(t = 0)

= pA(p)−A(t = 0)

A(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
A(p)eptdp

令 p = −iω 就可以变成时频关系

∂W

∂t
+∇ · P⃗ = 0

∂W h

∂t
+∇ · P⃗ +W a = 0

静电波：B⃗1 = 0, ϵ(ω, k⃗) 为标量：

∂W r
ES

∂t
+W i

ES = 0

能量：

W r
ES =

1

16π
|E0|2

∂

∂ω0

[ω0ϵ
r(ω0)]

能耗：

W i
ES =

1

8π
|E0|2ω0ϵ

i(ω0)

⇒ ∂

∂t
|E0|2 = |E0|2 · 2γ

⇒ |E0|2 = |E0(t = 0)|2e2γt

γ = − ωrϵ
i(ωr)

∂
∂ωr

[ωrϵr(ωr)]

W r
ES ∝ ∂

∂ωr
[ωrϵ

r(ωr)]

大于 0为正能波，小于 0为负能波；ϵi 大

于 0正耗散，小于 0负耗散；γ 大于 0不
稳定性，小于 0 阻尼
静电波：Vlasov：
∂fα1
∂t

+ v⃗ · fα1 −
qα
mα

∇ϕ1 · ∇vfα0 = 0

Poisson:

∇ · E⃗1 = −∇2ϕ1 = 4π
∑
α

qα

∫
fα1dv⃗

其中∫ ∞

0

∫ +∞

−∞

∂fα1(r⃗, v⃗, t)

∂t
e−i(k⃗·r⃗+ωt)dr⃗ dt

=

∫ +∞

−∞
[−iωfα1(r⃗, v⃗, ω)− fα1(r⃗, v⃗, t = 0)]

· e−i⃗k·r⃗dr⃗

=− iωfαk(k⃗, v⃗, ω)− fαk(k⃗, v⃗, t = 0)

这里自变量写 ω 是代指，严谨确实应该

写 iω。同理，以一维为例∫ +∞

−∞

∂

∂r
fα1(r⃗, v⃗, t)e−ikrdr

=

∫ +∞

−∞

{
∂

∂r
[fα1(r⃗, v⃗, t)e−ikr]

+ ifα1ke−ikr}dr

=ikfαk

这里面用的是归一化的分布函数，所以有

用 nα，来源于 Nα = nα0

∫
fα(r⃗, v⃗, t)dr⃗dt⃗

− i(ω − k⃗ · v⃗)fak = fak(0) + i qa
ma

k⃗ · ∇vfa0φk

k2φk = 4π
∑
a

nαqa

∫
fak dv⃗

⇒ fak =
ifak(0)− (qa/ma) k⃗ · ∇vfa0φk

ω − k⃗ · v⃗

⇒ k2φk

(
1 +

∑
a

4πnaq
2
a

k2ma

∫
k⃗ · ∇v f̂α0

ω − k⃗ · v⃗
dv⃗
)

= 4πi
∑
a

nαqa

∫
f̂ak(0)

ω − k⃗ · v⃗
dv⃗

且有 ω2
pα = 4πnα0q

2
α/mα，令介电常数：

ϵ(ω, k⃗) = 1 +
∑
α

ω2
pα

k2

∫
k⃗ · ∇vf̂α0

ω − k⃗ · v⃗
dv⃗

= 1 +
∑
α

χα

χα 为极化率，最终可得

φk = 4πi

∑
α nα0qα

∫
f̂α0

ω − k⃗ · v⃗
dv⃗

k2ϵ(ω, k⃗)

对于本征值问题，无时间起点，有 f̂αk(t =

0) = 0，则 ϵ(ω, k⃗)φk = 0，且 φ ̸= 0 则

ϵ(ω, k⃗) = 0，即本征值满足的方程。色散

关系：ωj = ωj(k⃗)(j = 1, 2, ...)，与粒子速

度无关；初值问题（弹道模）：与粒子速

度有关，出现相混，ϵ(ω, k⃗) ̸= 0，给出 φk.
耗散型和反应型的基本区分：发生不稳定

性的机理不同。前者波-波相互作用（正负
能波耦合），后者粒子-波相互作用（波的
能量到粒子里面去了）。

静电波和电磁波的区别：有无扰动磁场。

准电磁和准静电的区别：分别是电磁和静

电占主要。

横纵波的区别：扰动电场 E⃗1 和波传播方

向 k⃗ 的方向关系。

反应型：

ϵ(ω, k⃗) = ϵr(ω, k⃗) + iϵi(ω, k⃗)

不显含虚部，即 ϵi = 0；耗散型，显含虚

部。反应型可以假设所有粒子有同样的速

度：

fα0(v⃗) = nb(eam)αδ(v⃗ − u⃗α)

最后可得（利用分部积分以及相空间中全

空间散度积分为 0 消项）：

D(ω, k) = 1−
∑
α

ω2
ba

(ω − kuα)
2

若令离子不动 u⃗i = 0 则：

D(ω, k) = 1− ω2
be

(ω − ku)
2 − ω2

bi
ω2

且 ω2
baα = 4πnbαe

2/mα, α = e, i 由于离
子质量很大，可以进一步取 mi = ∞，可
得

D(ω, k) = 1− ω2
be

(ω − ku)
2

求解，可得快波和慢波，快波：

ω1 = ku+ ωbe,
ω

k
= u+

ωbe

k

慢波：

ω2 = ku− ωbe,
ω

k
= u− ωbe

k

按照扰动波能公式：

W r
ES ∝ ∂

∂ωr
[ωrϵ

r(ωr)]

可以看出：

ω1 :
∂

∂ω
(ωD(ω, k)) = 2

(
1 +

ku

ωbe

)
> 0

ω2 :
∂

∂ω
(ωD(ω, k)) = −2

(
−1 +

ku

ωbe

)
< 0
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即一个正能波一个负能波，负能波的物理

意义在 P351-353 中有解释，负能波只能
说波能在扰动过程中变小了，有一个波能

减小的机制，其本源还是在于 D(ω, k) =

1−ω2
be/(ω−ku)2有两支不同的解，把这个

现象想明白了就知道负能波的来源了，对

于在 MHD来说，这个甚至完全不是一个
Maxwell分布的情况，当然在 MHD中得
不出这个解释。

耗散型：根据 1.2 章推导的，有

∂
↠
σ(ω0)

∂ω0

i ∂
∂t

=
↠
σ

(
i ∂
∂t

)
虽然你很奇怪他为什么要写成这个鬼样

子但反正他就这么写成这个鬼样子了，在

耗散型中，会有令 ω = ωr + iγ，且 k 为

实数，有

ϵ(ω, k⃗) = ϵ(ωr+iγ, k⃗) = ϵ(ωr, k⃗)+iγ ∂ϵ(ωr, k⃗)

∂ωr

在弱耗散的情况下，γ 很小，可以忽略，且

因为是本征问题要满足 ϵr = 0，因此有

γ = − ωrϵi(ωr)
∂

∂ωr
[ωrϵr(ωr)]

⇔ γ = − ϵi

∂ϵr/∂ωr

D (ωr, k)

= 1−
∑
a

ω2
pα

k2

∫
∂fα0/∂u

u− ωr/k − iωi/k
du

Plemelj 公式：

1

x± iε = P 1

x
∓ iπδ(x)

其中 P 表 Cauchy 主值，δ(x) 为 Dirac
函数，有性质：∫ +∞

−∞
f(x)δ(x)dx = f(0)

∫
∂fα0/∂u

u− ωr/k − iωi/k
du

= P
∫

∂fα0/∂u

u− ωr/k
du+ iπ∂fα0

∂u

∣∣∣∣
κ=ωr/k

根据 Plemelj 公式可以解决奇点问题，得
到 Landau 阻尼：

Dr

(
ωr, k⃗

)
= 1−

∑
a

ω2
pα

k2
P
∫ ∞

−∞

∂fa0/∂u

u− ωr/k
du

Di

(
ωr, k⃗

)
= − π

∑
a

ω2
pα

k2
∂fα0
∂u

∣∣∣∣∣
ωr/k

由于已经假设了 ∂ϵr/∂ωr（假设原因待补

充（共振点在速度轴的正方向估计是）），

因此 γ 的正负和 Di 有直接关系，在共振

点 u = ωr/k 处，∂fα0/∂u < 0,→ γ < 0，

阻尼（Landau 阻尼），∂fα0/∂u > 0,→
γ > 0，不稳定性（逆 Landau 阻尼），
Landau 路径积分的算法与留数定理的算
法一致。在无碰撞的情况下，原来的慢粒

子群会变成快粒子群，会把斜率反过来形

成往复的振荡；有碰撞时会使得偏离共振

速度的粒子更加偏离共振速度从而不形

成往复振荡，波的能量就此被带走，宏观

上可测量到。

平衡态 Maxwell 分布：

fαM =
1

π3/2v3tα
exp

(
− v2

v2tα

)

vtα =

√
2Tα

mα

极化率有

χα =
∑
α

ω2
pα

k2

∫
k⃗ · ∇vf̂α0

ω − k⃗ · v⃗
dv⃗

=
ω2

pα

v3tαk
2
√
π

∫
2u

u− ω/k
exp

(
− u2

v2tα

)
du

=
1

k2λ2
Dα

√
π

∫
x

x− ξα
exp(−x2)dx

=
1

k2λ2
Dα

(
1 + ξα

1√
π

∫ exp(−x2)
x− ξα

dx
)

具体过程需要自己算一下，其中有

ω2
pα

v2tα
=

1

λ2
Dα

ξα =
ω

kvtα
=

vϕ
vtα

x =
u

vtα

漂移波有 v⃗ − u⃗α 项，不确定来源有

Doppler 频移。
静电不稳定性波模的物理分析：书上

P356（可能看老师手稿会更清楚一点）
冷热等体近似（需要推），冷：

ωr

k
= vϕ ≫ vtα, ξrα ≫ 1 →

Z(ξα) = −dfrac1ξα
(
1 +

1

2ξ2α
+

3

4ξ4α

)
χαr ⋍ −

ω2
pα

ω2
r

(
1 +

3

2

k2v2tα
ω2

r

)
热：

ωr

k
= vϕ ≪ vtα, ξrα ≪ 1 →

Z(ξα) = −2ξα

(
1− 2

3
ξ2α

)
χαr ⋍

1

k2λ2
Dα

这里还有 EPW，IAW 的东西

Weibel 不稳定性：书 P386、387，看图
说话比较爽。

有限 Larmor 轨道效应、回旋共振效应
有限 Larmor 轨道效应（FLR）：bα 有
限，不能认为是 0 或者是无穷大，导致
Bessel 函数的虚、宗量 Jn(k⊥r⊥) 不可以

忽略所带来的效应。可以使得波的色散

关系从纯静电、纯电磁波变成有电磁和

静电特性的复杂的 ‘‘动理学波’’。
磁化等体：静电波有强磁化：B0 →
∞, ρ⊥ → 0, J0(0) = 1, Jn ̸=0(0) = 0，

垂直方向被冻结，ξ 里面只出现平行方

向上的量，平行方向上的相应和非磁化

的情况一样。弱磁化：B0 → 0, ρ⊥ →
∞,

∑
n J

2
n(ρ⊥) = 1，所有结果自然与非

磁化一样。

电磁波：在平行于磁场方向传播的波中，

有两支本征模，左旋波和右旋波，在

ω ± ωcα = k∥v∥ 会发生共振，产生回

旋阻尼，因此回旋方向和粒子种类有关，

电子右共振，离子左共振。

垂直磁化中：由于 k∥ = 0，故不存

在回旋共振阻尼，且正是因为回旋共

振，本征摸的整个频谱被这些共振分为

了无穷多的分支，可以参考书 P418、
419 的图。总的磁场电磁波色散函数有
Dzz(DxxDyy −DxyDyx) = 0，当 Dzz = 0

时是 O 波（正常回旋波），当 DxxDyy =

DxyDyx 是 X 波（反常回旋波），在反常
回旋波中，若 DxyDyx ≃ 0 ⇒ Dxx = 0

是准静电的 Bernstein 波（这里还待再
看一下），⇒ Dyy = 0 是准电磁的 X 波。
输运概念：

弹性碰撞：能量和动量子在且仅在粒子间

的双重守恒

自扩散：原在垂直方向上没有动量和能

量，经历了碰撞之后粒子被随机散射到

各个方向，在垂直方向上有了动量和能量

（总动量依然为 0），且能量不断增大，垂
直方向有

dϵ⊥
dt =

ϵ⊥
τ⊥

= ν⊥ϵ⊥

平行方向的动量和能量上也有和上面式

子完全同结构的方程（就是肯定会多一个

负号）

输运：高参数向低参数的位置中的有向运

动
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求 n 阶矩定义：∫
v⃗nf(v⃗)d3v⃗

零阶连续性方程，一阶动量方程，二阶

能量方程，为了让方程组截断封闭，使

用宏观的输运定律，分别是 Fick’s law,
Fourier’s law 和 Newton 粘滞定律

Γα = nα(r⃗, t)u⃗α(r⃗, t) = −Dα∇nα

q⃗α = −κα∇Tα

↠
Πα = −ζα

(↠
Λ − 2

3

↠
I∇ · u⃗

)
− γα

↠
I (∇ · u⃗)

集体输运的描述：

碰撞摩擦力

R⃗α =

∫
mαv⃗

(
∂fα
∂t

)
dv⃗ =

∑
β

R⃗αβ

碰撞交换的热量：Qc
α

平均速度与无规热运动：

v⃗ = u⃗α + w⃗, < v⃗ >= u⃗α, < w⃗ >= 0

粘滞张量与粘滞系数（非对角线部分）：

↠
Πα =

∫
mαw⃗w⃗fαdv⃗

热流与热传导系数：

q⃗α =
1

2

∫
mαw

2w⃗fαdv⃗

碰撞算子有三种 Krook(BGK)，Boltz-
mann，Fokker-Planck.
BGK 中满足(
∂fα
∂t

)
c
= −fα − fα0

τc
= −νc(fα − fα0)

很明显有弛豫时间（半衰期）的物理意义。

Boltzmann 是积分形式，其基本假定有：
两体碰撞，分子混沌，碰撞前后自由飞行

Fokker-Planck 碰撞项：(
∂fα
∂t

)
c
=

−∇v · (f ⟨∆v⃗⟩) +
1

2
∇2

v : (f ⟨∆v⃗∆v⃗⟩)

定义

⟨∆v⃗⟩ = 1

∆t

∫
ψ∆v⃗d(∆v⃗)

⟨∆v⃗∆v⃗⟩ = 1

∆t

∫
ψ∆v⃗∆v⃗d(∆v⃗)

⟨∆v⃗⟩是摩擦系数，⟨∆v⃗∆v⃗⟩是扩散系数，ψ
是转移几率，基本假定有 1.Markov 过程，

ψ与 t无关（与分子混沌等价）；2.∆v ≪ v，

小角散射

考虑试探离子 f(t = 0) = δ(v⃗ − u⃗), u⃗(t =

0) = uêz，将其带入并求一阶矩，利用分

部积分法，得到

∂u⃗

∂t
= ⟨∆u⃗⟩ = − u⃗

τc
= −νcu⃗

这里也可以看出来 ⟨∆v⃗⟩具有摩擦系数的
意义；二阶矩同理，利用 w⃗ = v⃗− u⃗ 求二

阶矩，得到∫
w⃗w⃗

∂f

∂t
dv⃗ =

∂

∂t
⟨w⃗w⃗⟩ = ⟨∆v⃗∆v⃗⟩

∂w2

∂t
= ⟨∆u∆u⟩ = u2

τD
= νDu

2

有能量扩散的意义

Rosenbluth势：的确有势函数的意义在里
面

⟨∆v⃗⟩ = Γ1
∂H(v⃗1)

∂v⃗1

⟨∆v⃗∆v⃗⟩ = Γ1
∂2G(v⃗1)

∂v⃗1∂v⃗1

Rosenbluth 势与 Landau 碰撞项在物理
假定上等价，Rosenbluth：1.Markov近似；
2. 小 ∆v⃗ 展开；3.Coulomb 相互作用；4.
两体碰撞，其中前两个用于导出 Fokker-
Planck 碰撞项，后两个用于导出 Rosen-
bluth 势。
Landau：1. 分子混沌假定；2. 两体碰撞；
3.Coulomb 相互作用；4. 小 ∆v⃗ 展开。前

两个用于导出 Boltzmann 碰撞项，后两
个用于导出 Landau 碰撞算子，在统计物
理上 Markov 近似等价于分子混沌假定。
Landau 碰撞项中有：

cij = cji� χij = −χji

利用这两个对称性再用零一二阶求矩可

以求 Landau 碰撞算子的数、动量、能量
守恒性：(
∂fi
∂t

)
c
=

∑
j

cij
mi

∂

∂v⃗i
·
∫
∂|v⃗i − v⃗j |
∂v⃗i∂v⃗j

·χijdv⃗j

利用时间弛豫近似求各输运系数，其中粒

子流

Γ⃗ =

∫
v⃗f̂dv⃗

电流

J⃗ = e

∫
v⃗f̂dv⃗

热流

q⃗ =

∫
1

2
mw2w⃗f̂dv⃗

黏性张量的一个分量：

Πxx =

∫
mwxwxf̂dv⃗

定态情况下有（这也不是一般认为的线性

化，在这里 νf̂ 并不是一阶小量）：

f̂ = −1

ν

[
v⃗ · ∂f0

∂r⃗
+
F⃗

m
· ∂f0
∂v⃗

]

在求解过程中还需要清楚的是

f0 = n(r⃗)
1

π3/2v3t
exp

(
−(v⃗ − u⃗(r⃗))2

v2t

)
f0 = n(r⃗)fM(v2)∫
v⃗v⃗fM(v2)dv⃗ =

T

m

最后可以得到各个系数：

D =
T

mν
, σ =

q2n

mν

ζ =
nT

ν
, κ =

5

2

nT

mν

以及横越磁场的静电输运系数（在方程里

保留了 v⃗ × B⃗ 项）：这个时候用原来的方

程推导，其中要用到 ∇v(v⃗× b⃗) = 0，可得

Γ⃗ = −D∇n+
ωc

ν
Γ⃗× b̂

Γ∥ = −D∇∥n = −D∥∇∥n

Γ⃗⊥ = −D⊥∇⊥n−DH∇⊥n× b̂

Γ⃗⊥ = −D∇⊥n+
ωc

ν
Γ⃗⊥ × b̂

Γ⃗⊥ × b̂ = −D⊥∇⊥n××b̂− ωc

ν
Γ⃗⊥

Γ⃗⊥ = −
D∥

1 +
ω2

ν2

∇⊥n

−ωc

ν
·

D∥

1 +
ω2

ν2

∇⊥n× b̂0

就得到了上面的式子。

最后一个方程右边第一项是径向扩散项，

第二项是角向漂移项，以及垂直和平行方

向的因子：

D⊥ =
1

1 + ω2
c/ν

2
D∥

BBGKY
fn 是 6N 维的分布函数，fs 是约化的分

布函数，P (1, 2)是关联函数，关联函数与

Debye 屏蔽有关
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